Транспортная задача.

Пример 2. Фирма обслуживающая туристов прибывающих на отдых, должна разместить их в 4 отелях: “Морской”, “Солнечный”, “Слава” и “Уютный”, в которых забронировано соответственно 5, 15, 15 и 10 мест. Пятнадцать туристов прибывают по железной дороге, двадцать пять прилетают очередным рейсом в аэропорт, а пять человек прибудут на теплоходе на морской вокзал. Транспортные расходы при перевозке из пунктов прибытия в отели приведены в таблице 1.

Таблица 1

Исходный пункт, i
Пункт назначения (отели), j


Морской
Солнечный
Слава
Уютный


1
2
3
4

Железнодо-рожный вокзал
1
10
0
20
11

Аэропорт
2
12
7
9
20

Морской вокзал
3
0
14
16
18

В условиях жесткой конкуренции фирма должна минимизировать свои расходы, значительную часть которых составляет именно транспортные расходы. Требуется определить такой план перевозки туристов из пункта прибытия в отели при котором суммарные транспортные расходы будут минимальны и все туристы будут размещены в отелях.

I. Математическая модель задачи.

1) Переменные задачи. Обозначим количество туристов, которые будут перевозиться из пункта i в отель j как Xij (i=1,2,3; j=1,2,3,4). Это переменные задачи, значения которых должны быть определены в процессе решения. Например, X23 – это число туристов, которое должно быть перевезено из аэропорта (пункт 2) в отель “Слава” (пункт 3). В задаче содержится 3*4=12 переменных.

2) Ограничения на переменные задачи. Очевидно, что все переменные задачи не отрицательные и целые числа, т.е. 





Xij 
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 0, 

(1)




Xij – целые числа, 
(2)





где i=1, 2, 3; j=1, 2, 3, 4.

Кроме этого, должны быть удовлетворяться следующие условия. Число туристов, вывозимых с железнодорожного вокзала (пункт 1) равно 15, поэтому :



X11 + X12 + X13 + X14 = 

 = 15 

(3)

Аналогично для аэропорта (пункт 2):



X21 + X22 + X23 + X24 = 

 = 25 

(4)

И для морского вокзала (пункт 3):



X31 + X32 + X33 + X34 = 

 = 5 

(5)

По условию задачи в отеле “Морской” (пункт 1) забронировано 5 мест, поэтому:




X11 + X21 + X31 = 

 = 5 

(6)

Аналогично, для отеля “Солнечный” (пункт 2):




X12 + X22 + X32 = 

 = 15 

(7)

Для отеля “Слава” (пункт 3):




X13 + X23 + X33 = 

 = 15 

(8)

Для отеля “Уютный” (пункт 4):




X14 + X24 + X34 = 

 = 10 

(9)

Обычно транспортная задача представляется в виде таблицы, где в ячейках помещаются переменные задачи ( Xij ), а в правом верхнем углу ячейки стоят стоимости перевозки из пункта i в пункт j ( Cij ). В крайнем правом столбце и нижней строке таблицы записываются числа определяющие ограничения задачи (в данном примере – это число туристов в исходных пунктах и число мест в пунктах назначения – отелях). 

Для примера 2 таблица имеет вид (таблица 2):

Таблица 2

Исходный пункт,i
Пункт назначения (отели),j
Число туристов в исходном пункте


1
2
3
4




10

0

20

11


1
X11

X12

X13

X14

15



12

7

9

20


2
X21

X22

X23

X24

25



0

14

16

18


3
X31

X32

X33

X34

5

Число мест в отеле
5
15
15
10
 



Транспортная задача, для которой суммы чисел в последнем столбце и нижней строке равны, называется сбалансированной: 15 + 25 + 5 = 45, 5 + 15 + 15 + 10 = 45. Если транспортная задача не сбалансирована, то в таблицу добавляется еще одна строка или столбец. Причем стоимости перевозки в добавленных ячейках принимаются равными нулю.

Для нашего примера предположим, что в аэропорт прибыло не пять, а десять туристов. Сумма чисел в последнем столбце будет равна: 15 + 25 + 10 + 50. Чтобы сбалансировать задачу вводим пятый столбец (фиктивный отель) с пятью местами. Таблица в этом случае будет иметь вид ( таблица 3):

Таблица 3

Исход-ный пункт,i
Пункт назначения (отели),j
Число турис-тов в исход. пункте


1
2
3
4
5




10

0

20

11

0


1
X11

X12

X13

X14

X15

15



12

7

9

20

0


2
X21

X22

X23

X24

X25

25



0

14

16

18

0


3
X31

X32

X33

X34

X35

10

Число мест в отеле
5
15
15
10
5
 



3) Целевая функция. Транспортные расходы на перевозку туристов в отели вычисляются по формуле:

Z = 



EMBED Unknown
CijXij = 10X11 + 0X12 + 20X13 + ... +18X34  (10)

Окончательно транспортная задача имеет вид (таблица 2). Нужно найти такие значения переменных Xij (i=1,2,3; j=1,2,3,4) при которых целевая функция, определяемая формулой (10), будет иметь минимальное значение и будут выполнены ограничения (1)  (9):
Xij 

 0, где Xij – целые числа (i=1,2,3; j=1,2,3,4)



; 




;




;





Как и в рассмотренной выше задаче распределения ресурсов (пример 1) транспортная задача является задачей линейного программирования и может быть решена симплекс-методом. В виду специфики транспортной задачи для нее был разработан специальный метод решения – метод потенциалов (см. Л1). 

II. Решение транспортной задачи в процедуре EXCEL “Поиск решения”

1) Ввод данных. Вводим данные таблицы 1 и 2 в ячейки EXCEL (рис.17).
В ячейках B3 : E5 введены стоимости перевозок (табл. 1). 

В ячейках F3 : F5 находится число прибывающих туристов. А в ячейках B6 : E6 находится число мест в отелях. Ячейки B8 : E10 – рабочие (изменяемые) ячейки, в которых будут вычисляться значения переменных задачи Xij.

В ячейках F8 : F10 нужно записать формулы для вычисления левых частей ограничений (3)(5):


в F8 должна быть сумма ячеек B8 : E8;


в F9 должна быть сумма ячеек B9 : E9;


в F10 должна быть сумма ячеек B10 : E10.

Формулы для вычисления левых частей ограничений (6)(9) введем в ячейки B11 : E11:


в B11 должна быть сумма ячеек B8 : B10;


в C11 должна быть сумма ячеек C8 : C10;


в D11 должна быть сумма ячеек D8 : D10;


в E11 должна быть сумма ячеек E8 : E10;

Целевую функцию поместим в ячейку G3:

G3: СУММПРОИЗВ (B3 : E5; B8 : E10).

Таблица исходных данных имеет вид (Рис.17):



Рис.17

2) Заполнение окна процедуры «Поиск решения». 


целевая функция : G3;


значение целевой функции : min;


изменяемые ячейки : B8 : E10;


ограничения задачи :



F8 : F10 = F3 : F5 (формулы (3)(5))


B11 : E11 = B6 : E6 (формулы (6)(9))


B8 : E10 

0 (1) и B8 : E10 – целые числа (2)

В окне «Параметры» установить «Линейная модель», что соответствует решению задачи симплекс-методом. Результаты заполнения окна показаны на рис.18:




Рис.18

3)  Выполнив процедуру «Поиск решения» получим следующие результаты (рис.19):



Рис.19

Таким образом с железнодорожного вокзала (исходный пункт 1) следует 10 туристов отвезти в отель «Уютный» (пункт 4) и 5 туристов в отель «Солнечный» (пункт назначения 2); из аэропорта (исходный пункт 2) 10 туристов отвезти в отель «Солнечный» (пункт назначения 2) и 15 туристов в отель «Слава» (пункт назначения 3); туристов прибывающих на морской вокзал (исходный пункт 3) нужно отправить в отель «Морской» (пункт назначения 1).
Все эти результаты видны в конечной таблице (рис.19) При этом суммарная стоимость транспортных расходов составит 315 рублей (ячейка G3).

Задача о назначениях

Пример 3:

 В конкурсе на занятие пяти вакансий (V1, V2, V3, V4, V5) участвуют семь претендентов (P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7). Результаты тестирования каждого претендента, на соответствующие вакансии, даны в виде матрицы - С (тестирование производилось по десятибалльной системе).

Определить, какого претендента и на какую вакансию следует принять, причем так, чтобы сумма баллов всех претендентов оказалась максимальной.

С = 


V1
V2
V3
V4
V5

P1
7
5
7
6
7

P2
6
4
8
4
9

P3
8
6
4
3
8

P4
7
7
8
5
7

P5
5
9
7
9
5

P6
6
8
6
4
7

P7
7
7
8
6
4

Рис.22
I. Математическая модель задачи.

1) Переменные задачи.

Ведем переменные xij принимающие два значения:

xij=0, если i-й претендент (Pi) не принимается на j-ю    вакансию (Vj).

xij=1, если i-й претендент (Pi) принимается на вакансию (Vj).

i=1,2,...7; j=1,2,...5.

2) Ограничения на переменные задачи.

Очевидно, что все переменные задачи неотрицательные и целые числа: xij 

0  и xij - целые.

Кроме того, так как каждый претендент может занять только одну вакансию и все вакансии должны быть заняты, должны удовлетворяться следующие ограничения:



, j=1,2,...7 ,


, i=1,2,...5 ,

другими словами в матрице (xij) суммы элементов по каждой строке и суммы элементов по каждому столбцу должны быть равны единицам. Это условие означает, что выбор претендентов должен быть таким, чтобы в матрице (xij), представляющей решение задачи, было бы по одной единице в каждой строке и по одной единице в каждом столбце, остальные элементы матрицы должны равняться нулю.
3) Целевая функция в задаче о назначениях.

Необходимо выбрать претендентов так, чтобы суммарное число очков, набранное ими было бы максимальным. Суммарное число набранных очков вычисляется по формуле:



;

Z=c11x11+c12x12+...+c75x75=7x11+5x12+...+4x75;

Окончательная математическая модель задачи записывается так:

найти max 

;

при ограничениях:

xij 

0  и xij - целые числа, i=1,2,...7; j=1,2,...5;



, j=1,2,...7 ;


, i=1,2,...5 .

Таким образом, задача о назначениях есть частный случай транспортной задачи (Пример 2).

II. Решение задачи о назначениях при помощи преобразования матрицы (С).
Рассмотрим решение задачи о назначениях, в которой нужно найти min функции Z. Предварительно задачу о назначениях нужно сбалансировать. В рассматриваемом примере эта процедура выполняется добавлением двух столбцов (две фиктивные вакансии) с нулевыми результатами тестирования:




Задача нахождения минимального значения функции Z эквивалентна задаче нахождения минимума для функции 

, матрица (-С) имеет вид:

-


нетрудно показать, что при вычитании из всех элементов столбца или строки матрицы (С) одного и того же числа, решения xij при которых функция 

 имеет минимум не меняется. Поэтому матрицу (С) преобразуем по следующему правилу. В каждой строке (С) и в каждом столбце образуют нули, вычитая минимальные элементы из соответствующих строк или столбцов. Если среди нулевых элементов матрицы (С) можно получить допустимое решение задачи, то оно является оптимальным. Напомним, что допустимым решением является такой выбор из нулей, при котором выбирается по одному нулю в каждой строке и по одному нулю в каждом столбце.

В рассматриваемом примере в каждой строке матрицы (С) нули есть (они появились в результате добавления фиктивных вакансий). Чтобы образовать нули в первых пяти столбцах матрицы (-С), определяем минимальные элементы в этих столбцах: -8, -9, -8, -9, -9 и вычитаем эти элементы из соответствующих столбцов матрицы. В результате получим следующую матрицу (рис.20):
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      рис.20
Так как из нулевых элементов нельзя получить допустимое решение (в первой и шестой строках, а также в четвертой и седьмой строках нули стоят на одном и том же месте), то алгоритм продолжается следующим образом:

a) минимальным количеством горизонтальных и вертикальных прямых вычеркиваем все нули.

b) среди не вычеркнутых элементов находим минимальный элемент;

c) вычитаем минимальный элемент из всех вычеркнутых элементов;

d)  к элементам, стоящим на пересечении вертикальных и горизонтальных прямых, прибавляем минимальный элемент.

Среди множества получаемых нулевых элементов определяем допустимое решение. Если допустимое решение найти нельзя, повторяем шаги a, b, c, d снова.

Процедура вычеркивания элементов и ее результат показаны на рис.21. Минимальный среди не вычеркнутых элементов равен единице. На рис.22 показан результат после вычитания единицы из не вычеркнутых элементов и прибавления единицы к элементам, стоящим на пересечении прямых. Допустимое решение соответствует отмеченным элементам.
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       Рис.21
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       Рис.22
Перенеся полученное решение на исходную матрицу (С) (рис.23): 
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       Рис.23
получим, что претенденты Р1 и Р7 попадают на фиктивные вакансии и не принимаются на работу. Р2 принимается на пятую вакансию, Р3 - на первую, Р4 - на третью, Р5 - на четвертую, Р6 - на вторую. Сумма баллов, полученная при данном решении равна: 9+8+8+9+8=42.

Решение задачи в процедуре EXCEL
 «Поиск решения»

1) Ввод данных. Переносим данные задачи в EXCEL, при этом нужно ввести 2 столбца (6-ой и 7-ой) с нулевыми значениями для сбалансирования задачи. Результаты заполнения таблицы EXCEL можно увидеть на рис.24 : 




Рис.24
В ячейках B4 : F10 введены результаты тестирования претендентов, а в ячейках G4 : H10 введены нули, что соответствует фиктивным вакансиям.

Ячейки B14 : F20 являются изменяемыми ячейками для нашей процедуры.
В ячейках B21 : H21 находятся суммы значений соответствующих столбцов изменяемых ячеек. Так в ячейке B21 находится сумма ячеек B14 : B20. Аналогично в ячейках :


в С21 находится сумма ячеек С14 : С20;


в D21 находится сумма ячеек D14 : D20;

в E21 находится сумма ячеек E14 : E20;
в F21 находится сумма ячеек F14 : F20.

в G21 находится сумма ячеек G14 : G20;

в H21 находится сумма ячеек H14 : H20.

В ячейках I14 : I20 находятся суммы значений соответствующих строк изменяемых ячеек. Так в ячейке I14 находится сумма ячеек B14 : H14. Аналогично в ячейках :


в I15 находится сумма ячеек B15 : H15;

в I16 находится сумма ячеек B16 : H16;

в I17 находится сумма ячеек B17 : H17;

в I18 находится сумма ячеек B18 : H18;

в I19 находится сумма ячеек B19 : H19;

 
в I20 находится сумма ячеек B20 : H20.
Целевая функция заносится в ячейку J3 и вычисляется по формуле «СУММПРОИЗВ(B4:H10;B14:H20)».

2) Заполнение окна процедуры «Поиск решения»:


целевая функция : J3;


значение целевой функции : max;


изменяемые ячейки : B14 : H20;


ограничения задачи :

B21 : H21 =1  и  I14 : I20 = 1(все свободные рабочие места должны быть заняты);
B14 : F20 

 0 (изменяемые ячейки должны иметь положительные значения).
В окне «Параметры» установить «Линейная модель», что соответствует решению задачи симплекс-методом. Результаты заполнения окна показаны на рис.25:



Рис.25

3) Выполнив процедуру «Поиск решения» мы получили в первоначальной таблице следующие результаты (таблица 26):



Рис.26

Эти результаты совпадают с решением задачи, полученным преобразованием матрицы (С).

Определение наикратчайшего пути между вершинами ориентированного графа с циклами.

Пример 4. Определить наикратчайший путь между вершиной 1 и вершиной 7 на графе с циклами представленном на рис.27.


Рис.27
Для решения транспортной задачи в процедуре EXCEL «Поиск решения», представим ее как транспортную задачу с промежуточными пунктами. Будем считать, что транспортные расходы при перевозке одной единицы груза равны (в условных единицах) расстояниям между вершинами. Одна единица груза отправляется из вершины 1 (исходный пункт) и должна прибыть в вершину 7 (пункт назначения). Вершины 2, 3, 4, 5, 6 рассматриваются как промежуточные пункты, которые являются одновременно и исходными пунктами и пунктами назначения.

Требуется определить такую последовательность вершин, по которым должна перемещаться единица груза отправленная из вершины 1, при которой стоимость транспортных расходов будет минимальна и груз попадет в вершину 7.

Так как транспортные расходы при перемещении груза из одной вершины в другую равны расстоянию между вершинами, то последовательность вершин при которой транспортные расходы будут минимальными определяет наикратчайший путь из вершину 1 в вершину 7. Матрица транспортных расходов, соответствующая данному графу представлена на рис.28.

Исход.
Пункты назначения
Количество груза 

пункты
2
3
4
5
6
7
отправ. из пункта

1
2
4
4
3
М
М
1

2
0
М
3
М
2
М
0

3
М
0
5
9
М
М
0

4
5
4
0
5
14
М
0

5
М
4
3
0
4
25
0

6
6
М
13
6
0
4
0

Колич. груза прибыв.в пункт
0
0
0
0
0
1


Рис.28

Буквой М обозначается случай когда между соответствующими вершинами нет пути. В качестве М берут число, значительно большее самого большего пути. В данной задаче наибольший путь между 5-й и 7-ой вершинами, поэтому можно взять, например, М=50. Для промежуточных пунктов 2, 3, 4, 5, 6 должны быть предусмотрены буферные емкости В. Буферная емкость должна быть не меньшей, чем количество груза, которое перемещается в сети описываемой графом. В данной задаче - В=1. После введения буферных емкостей в первый столбец и нижнюю строку таблицы и замены М=50, получим транспортную задачу, представляющую задачу о назначениях (Рис.29).

Исход.
Пункты назначения
Количество груза 

пункты
2
3
4
5
6
7
отправ. из пункта

1
2
4
4
3
50
50
1

2
0
50
3
50
2
50
1

3
50
0
5
9
50
50
1

4
5
4
0
5
14
50
1

5
50
4
3
0
4
25
1

6
6
50
13
6
0
4
1

Колич. груза прибыв.в пункт
1
1
1
1
1
1


Рис.29

Последовательные преобразования матрицы транспортных расходов показаны на рис.30, 31, 32  

2
4
4
3
50
50

0
50
3
50
2
50

50
0
5
9
50
50

5
4
0
5
14
50

50
4
3
0
4
25

6
50
13
6
0
4

Рис.30
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Рис.31
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Рис.32

На рис.31  показаны результаты вычитания минимального элемента первой строки (он равен 2) из первой строки, на рис.32  приведены результаты вычитания минимального элемента из шестого столбца (он равен 4) и результат вычеркивания строк и столбцов с нулями. На рис.33 показаны результаты вычитания из не вычеркнутых элементов минимального элемента (он равен единице) и результат вычеркивания строк и столбцов второй раз.
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Рис.33 

На рис.34 приведены окончательные результаты преобразования и результаты допустимого выбора из множества нулей. 
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Рис.34

Перенеся эти результаты на исходную таблицу (рис.28), получим новую таблицу (рис.35). 

Исход.
Пункты назначения
Количество груза 

пункты
2
3
4
5
6
7
отправ. из пункта
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М
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0
0
0
0
0
1


Рис.35

Наикратчайший путь из вершины 1 в вершину 7 определяется следующей траекторией:

1  2  6 7

 Длина наикратчайшего пути равна: 2+2+4=8.

Решение задачи в процедуре EXCEL
 «Поиск решения»

1) Ввод данных. Переносим данные задачи в EXCEL. Результаты заполнения таблицы EXCEL можно увидеть на рис.35 : 




Рис.35

В ячейках B4 : G9 введены длины путей из исходных пунктов в пункты назначения.

Ячейки B12 : G17 являются изменяемыми ячейками для нашей процедуры.
В ячейках B18 : G18 находятся суммы значений соответствующих столбцов изменяемых ячеек. Так в ячейке B18 находится сумма ячеек B12 : B17. Аналогично в ячейках :


в С18 находится сумма ячеек С12 : С17;


в D18 находится сумма ячеек D12 : D17;

в E18 находится сумма ячеек E12 : E17;

в F18 находится сумма ячеек F12 : F17;


в G18 находится сумма ячеек G12 : G17.
В ячейках H12 : H17 находятся суммы значений соответствующих строк изменяемых ячеек. Так в ячейке H12 находится сумма ячеек B12 : G12. Аналогично в ячейках :


в H13 находится сумма ячеек B13 : G13;

в H14 находится сумма ячеек B14 : G14;

в H15 находится сумма ячеек B15 : G15;

в H16 находится сумма ячеек B16 : G16;

в H17 находится сумма ячеек B17 : G17.
Целевая функция заносится в ячейку I3 и вычисляется по формуле «СУММПРОИЗВ (B4:G9 ; B12:G17)».

2) Заполнение окна процедуры «Поиск решения». 


целевая функция : I3;


значение целевой функции : min;


изменяемые ячейки : B12 : G17;


ограничения задачи :

B18 : G18 = 1  и  H12 : H17 = 1;

B12 : G17 

 0 (ячейки должны иметь положительные значения).
В окне «Параметры» установить «Линейная модель», что соответствует решению задачи симплекс-методом. Результаты заполнения окна показаны на рис.36:



Рис.36

3)  Выполнив процедуру «Поиск решения» в первоначальной таблице (рис. 35) получим следующие результаты (рис.37):


Рис. 37

Эти результаты совпадают с решением данной задачи при помощи преобразования матрицы транспортных расходов:

1  2  6 7 , длина = 8.

     С1=
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