Примеры задач, решаемых в процедуре «Поиск решения» Excel.

Задача распределения ресурсов.

Пример 1
Предприятие изготавливает и продает краску двух видов: для внутренних и внешних работ. Для производства краски используется два исходных продукта A и B. Расходы продуктов A и B на 1 т. соответствующих красок и запасы этих продуктов на складе приведены в таблице:

Исходный
Расход продуктов (в тоннах на 1 т. краски) 
Запас продукта на

продукт
краска для внутренних  работ
краска для внешних работ
складе 

( тонн )

A
1
2
3

B
3
1
3

Продажная цена за 1 тонну краски для внутренних работ составляет 2 000 рублей, краска для наружных работ продается по 1 000 рублей за 1 тонну. Требуется определить какое количество краски каждого вида следует производить предприятию, чтобы получить максимальный доход.
Рассмотрим поэтапное решение этой задачи несколькими способами: графическим, алгебраическим и с использованием процедуры « Поиск решения » Excel.

I. Составление математической модели задачи.

1) Переменные задачи.
Обозначим:   x1 - количество производимой краски для 

                           внутренних работ;

                     x2 - соответствующее количество краски 

                           для наружных работ.
2) Ограничения, которым должны удовлетворять переменные задачи:

x1 , x2 
[image: image28.bmp]0;

по расходу продукта A:    x1 + 2x2 
[image: image2.wmf]£

3;

по расходу продукта B:   3x1 + x2 
[image: image3.wmf]£

3;
В левых частях последних двух неравенств определены расходы продуктов A и B, а в правых частях неравенств записаны запасы этих продуктов.

3) Целевая функция задачи.

Обозначим Z доход от продажи краски (в тысячах рублей), тогда целевая функция задачи записывается так:

Z = 2x1 + x2 ,

таким образом, задача состоит в том, чтобы найти max Z=2x1+x2 , при ограничениях: 

x1 + 2x2 
[image: image4.wmf]£

3   (A) 
3x1 + x2 
[image: image5.wmf]£

3   (B) 
x1 , x2 
[image: image6.wmf]³

0 .

Так как переменные задачи x1 и x2 входят в целевую функцию и ограничения задачи линейно, то соответствующая задача оптимизации называется задачей линейного программирования (ЛП).

II. Графическое решение задачи ЛП.

В рассматриваемом примере содержатся только две переменные x1 и x2, поэтому задачу можно решить графически.

1) На плоскости x1 , x2 строим область допустимых значений переменных, определяемую ограничениями задачи:

  x1 + 2x2 
[image: image7.wmf]£

3   (A) 
3x1 + 1x2 
[image: image8.wmf]£

3   (B) 
x1 , x2 
[image: image9.wmf]³

0 .

Последнее ограничение определяет первый квадрант плоскости. Чтобы построить множество точек удовлетворяющих неравенству (А) нанесем на плоскость график прямой, определяющий границу этого множества:  x1+2x2=3 (A).

Приведем это уравнение к виду:   
[image: image10.wmf]x
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. А это уравнение прямой «в отрезках» и для построения этой прямой используются две точки (a , 0) и (0 , b). (См. рисунок 1)
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                                  Рис.1
Проведя уравнение (A) к виду прямой в отрезках, получим:
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Аналогично, для ограничения (B) уравнение прямой в отрезках будет:
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Построим обе прямые на плоскости. Множества точек, удовлетворяющие неравенствам (A) и (B) будут полуплоскости, лежащие под соответствующими прямыми, а множество допустимых значений переменных будет пересечением (общей частью) этих полуплоскостей, лежащее в первом квадранте: четырехугольник ABCD (см. рис.2)
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Рис. 2

2) На множестве допустимых решений (ABCD) найдем точку, в которой целевая функция   Z=2x1+x2  имеет максимальное значение. Для этого посмотрим линии уровня целевой функции. Линией уровня называется множество точек, на которых функция принимает постоянное значение:

Z = 2x1 + x2 = К  , где К - задаваемая постоянная.

При К = 1 уравнение линии уровня будет:

2x1 + x2 = 1

или (в отрезках) : 


При К = 2, аналогично:

2x1 + x2 = 2 ,

или 
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Нанеся линии уровня на область допустимых решений (рис.3), получим, что при увеличении значения Z соответствующая линия уровня перемещается параллельно предыдущей вправо и вверх. Таким образом, точкой из многоугольника ABCD в которой целевая функция Z имеет максимальное значение будет вершина С. Эта точка и определяет решение задачи.
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Рис.3
3) Вычисление координат оптимальной точки (С).

Точка C лежит на пересечении прямых (A) и (B), поэтому, чтобы определить ее координаты надо решить систему уравнений:

x1 + 2x2 = 3  (A)

3x1 + x2 = 3  (B)

Решение:

x1* = 0.6 ; x2* = 1.2 ;

максимальное значение Z: 

Z* = 2*0.6 + 1.2 = 2.4.
III. Решение задачи ЛП в симплекс-таблицах.

1) Приведение задачи к стандартному виду.

Вводя вспомогательные (балансовые) переменные x3 и x4 в левые части неравенств (А) и (В), запишем ограничения в виде уравнений:

x1 + 2x2 + x3 = 3    (A)

3x1 + x2 + x4 = 3    (B)

Целевая функция Z = 2x1 + x2 при приведении задачи к стандартному виду записывается так:

Z - 2x1 - x2 = 0   (С)

2) Составление первой симплекс-таблицы.

Симплекс-таблица составляется из коэффициентов при x1, x2, x3, x4 и чисел, стоящих в правых частях уравнений-ограничений задачи: в первой строке записываются элементы уравнения (А), во второй - (В). В последней строке симплекс-таблицы записываются коэффициенты и правая часть целевой функции (С). Таким образом, симплекс-таблица содержит две строки коэффициентов (по числу ограничений задачи) и строку коэффициентов целевой функции. Число столбцов в симплекс-таблице равно числу переменных задачи плюс один столбец правых частей (b):

X1
X2
X3
X4
b

1
2
1
0
3

3
1
0
1
3

-2
-1
0
0
0

Переменные, для которых столбцы коэффициентов состоят из одной единицы и нулей, называются базисными (В приведенном примере x3 и x4 - базисные переменные). Число базисных переменных равно числу ограничений задачи и не меняется при симплекс-преобразовании. Остальные переменные называются свободными (x1 и x2).

Симплекс-таблица определяет частное решение системы уравнений-ограничений :
x1 +2x2 + x3 = 3 (A)

3x1 +x2 + x4 = 3 (A)
при котором свободные переменные равны нулю (x1=0, x2=0), а базисные переменные равны правым частям соответствующих строк (x3=3, x4=3).

Значение целевой функции Z всегда равно числу, стоящему в правом нижнем углу таблицы (Z=2*0+1*0=0). Первая симплекс-таблица соответствует начальному решению задачи ЛП   (х1=0, х2=0, x3=3, x4=3, Z=0). Это решение соответствует вершине А многоугольника допустимых решений ABCD на рис.3.

Симплекс-метод состоит в последовательном перемещении по вершинам многоугольника допустимых решений. Каждой вершине соответствует своя симплекс-таблица, которая получается из предыдущей при помощи симплекс-преобразования.
В качестве разрешающего столбца берут столбец, у которого коэффициент в строке целевой функции является отрицательным и наибольшим по модулю. Если в данной симплекс-таблице строка целевой функции не содержат отрицательных коэффициентов, то решение задачи ЛП закончено и симплекс-таблица определяет решение задачи, при котором целевая функция Z принимает максимальное значение.

Разрешающая строка определяется по отношениям коэффициентов столбца b к соответствующим коэффициентам разрешающего столбца. Разрешающей будет строка, для которой это отношение минимально. При, этом для нулевых и отрицательных коэффициентов разрешающего столбца отношения не вычисляются.

Для первой симплекс-таблицы разрешающим столбцом является первый столбец (свободная переменная x1 будет преобразована в базисную). Среди отношений коэффициентов столбца b к коэффициентам разрешающего столбца: 3/1 и 3/3 минимальным будет отношение 3/3: разрешающей строкой будет вторая строка (базисная переменная x4 будет преобразована в свободную).
X1
X2
X3
X4
b

1

      3    
2

1
1

0
0

1
3

3

-2
-1
0
0
0


На пересечении разрешающего столбца и разрешающей строки находится разрешающий элемент.

Задача симплекс преобразования состоит в том, чтобы на месте разрешающего элемента получить единицу, а все остальные элементы разрешающего столбца сделать нулевыми.

При этом допускается выполнение только двух операций со строками симплекс таблицы:


а) разрешающую строку можно делить (умножать) на любое число;


б) из любой строки можно вычитать элементы разрешающей строки или к любой строке можно прибавлять элементы разрешающей строки.


Выполним преобразование первой симплекс-таблицы.

1) Делим элементы разрешающей строки на 3:

X1
X2
X3
X4
b

1

1
2

1/3
1

0
0

1/3
3

1

-2
-1
0
0
0

2) Из элементов первый строки вычитаем элементы второй (разрешающей) строки:

X1
X2
X3
X4
b

0

1
5/3

1/3
1

0
-1/3

1/3
2

1

-2
-1
0
0
0

3. К элементам третьей строки прибавляем элементы разрешающей строки, предварительно умножив их на два: 

X1
X2
X3
X4
b

0

1
5/3

1/3
1

0
-1/3

1/3
2

1

0
-1/3
0
2/3
2


Преобразование закончено. Полученной симплекс-таблице соответствует следующее решение:

базисные переменные: x1=1, x3=2

свободные переменные: x2=0, x4=0.

Точка с координатами x1=1, x2=0 – это вершина D (см. рис.3). Значение целевой функции Z(D)=2.

Так как в строке коэффициентов целевой функции есть отрицательный коэффициент (-1/3 во втором столбце), то преобразование продолжается. Второй столбец является разрешающим (свободная переменная x2 переводится в базисную), минимальным среди отношений: 
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 является первое число, следовательно разрешающей строкой является первая строка (базисная переменная x3 переводится в свободную).

X1
X2
X3
X4
b

0

1
5/3
1/3
1

0
-1/3

1/3
2

1

0
-1/3
0
2/3
2


Выполнив симплекс-преобразование, получим:

X1
X2
X3
X4
b

0

1
1

0
3/5

0
-1/5

1/3
6/5

3/5

0
0
1/5
3/5
12/5

Так как в строке коэффициентов целевой функции нет отрицательных, решение задачи закончено.


Оптимальное решение таково:



базисные переменные: x1*=3/5=0.6; x2*=6/5=1.2; 



свободные переменные: x3*=0; x4*=0.


Точка с координатами x1*=0.6 и x2*=1.2 это вершина С (см. рис.3) 

Максимальное значение дохода (целевой функции):

Z*(С) = 12/5 = 2.4

IV. Решение задачи распределения ресурсов в EXCEL.
1)  Ввод данных примера 1 в таблицу EXCEL (рис.4).




Рис.4

На рис.4 «краска 1» обозначает краску для внутренних работ, «краска 2» – краску для наружных работ.

Для переменных задачи x1 и x2 отведены ячейки B3 и C3. Эти ячейки называются рабочими или изменяемыми ячейками. В изменяемые ячейки ничего не заносится и в результате решения задачи в этих ячейках будет оптимальные значения переменных.

В ячейку D4 вводится формула для вычисления целевой функции задачи (дохода) Z=2x1+x2. Чтобы сделать это надо выполнить следующие действия:


курсор в D4;


курсор на кнопку fx (мастер функций);


В появившемся окне выбрать “Математические” и “СУММПРОИЗВ” (рис. 5).
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Рис.5.

В окне мастера функций нажать Далее>, в появившемся окне (рис.6) в поле “массив 1” ввести (протаскивая курсор мыши по ячейкам) адреса изменяемых ячеек B3:C3. В поле “массив 2” вводятся адреса ячеек содержащих цены на краски B4:C4, после нажать Готово .
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Рис.6

В ячейку D7 вводится формула для вычисления израсходованного количества продукта А: x1+2x2, а в ячейку D8 вводится формула для израсходованного количества продукта B: 3x1+x2. Обе формулы вводятся аналогично целевой функции (рис.7 и 8).
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Рис.7
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Рис.8

Проверить результаты ввода можно следующим образом: при установке курсора в ячейку D4 в строке ввода должно появиться: “=СУММПРОИЗВ(B3:C3 ; B4:C4)”; в ячейки D7: “=СУММПРОИЗВ(B3:C3 ; B7:C7)”; в ячейки D8: “=СУММПРОИЗВ(B3:C3 ; B8:C8)”.


Окончательно после ввода формул и данных экран имеет вид (рис.9):




Рис.9

     2) Работа в окне “Поиск решения”

В меню “Сервис” выбираем процедуру “Поиск решения”
В появившемся окне (рис.10) нужно установить адрес целевой ячейки D4, значение целевой ячейки: максимальное, адреса изменяемых ячеек B3:C3.
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Рис.10

Чтобы ввести ограничения задачи, нажать кнопку «Добавить». В появившемся диалоговом (рис.11) окне слева ввести адрес D7 (израсходованное количество продукта А), затем выбрать знак <= и в правой части количество продукта А на складе, равное 3 (или адрес ячейки E7). 
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Рис.11

После ввода нажать кнопку «Добавить» и аналогично ввести второе ограничение: D8 <= 3. Снова нажать кнопку «Добавить» и ввести ограничение: B3:C3 >= 0 (соответствующее ограничению x1, x2 >= 0). После ввода последнего ограничения нажать ОК. После ввода ограничений окно «Поиска решений имеет» будет иметь вид (рис. 12):
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Рис.12

3) Настройка параметров решения задачи.

В окне «Поиск решения» нажать «Параметры» в появившемся окне (рис. 13) установить флажок в пункте «Линейная модель». В этом случае при решении задачи будет использоваться симплекс - метод. Остальные значения можно оставить без изменения. После нажать кнопку ОК
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Рис.13


Для решения задачи в окне «Поиск решения» нажать кнопку «Выполнить». Если решение найдено появляется окно (рис.14):
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Рис.14
Для просмотра результатов выбираем тип отчета: «Результаты» и нажимаем кнопку ОК. В появившихся трех таблицах (рис.15) приводятся результаты поиска. Из этих таблиц видно, что в оптимальном решении:



производство краски 1 = B3 = 0.6 ;



производство краски 2 = С3 = 1.2 ; 



при этом доход = D4 = 2.4 ;



расход ресурса A = D7 = 3 ;



расход ресурса B = D8 = 3 ;
таким образом, оба ресурса дефицитные (соответствующие ограничения называются связанными). 

Целевая ячейка (Макс)








Ячейка
Имя
Исходно
Результат




$D$4
Доход
2,4
2,4











Изменяемые ячейки








Ячейка
Имя
Исходно
Результат




$B$3
Краска 1
0,6
0,6




$C$3
Краска 2
1,2
1,2











Ограничения








Ячейка
Имя
Значение
Формула
Состояние
Разница


$D$7
A Расход
3
$D$7<=$E$7
связанное
0


$D$8
B Расход
3
$D$8<=$E$8
связанное
0


$B$3
Краска 1
0,6
$B$3>=0
не связан.
0,6


$C$3
Краска 2
1,2
$C$3>=0
не связан.
1,2

Рис.15
    «Отчет по результатам» состоит из трех таблиц (рис.15):

в таблице 1 приводятся сведения о целевой функции;

в таблице 2 приводятся значения переменных задачи;

в таблице 3 показаны результаты поиска для ограничений задачи.


Первоначальная таблица EXCEL заполняется результатами, полученными при решении (на рис.16 появившиеся значения в темных ячейках).



Рис.16
�EMBED Equation.2���
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